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概要

本稿ではエンドスコピー指標関係式が何かを説明する．またその具体例として，単純超尖点表現の場合に

は Hasse-Davenportの関係式と呼ばれる Gauss和から成る古典的な等式が現れることを紹介する．

0 はじめに

p進体 F 上の連結簡約群Gを考える．Gに対する局所 Langlands対応とは，G(F )の既約スムーズ表現と

いう表現論的対象とG(F )の Lパラメータという数論的対象の間に，自然な対応が存在することを主張する

予想である．この予想を仮定することで Lパラメータに関する自然な操作を既約スムーズ表現に関する非自

明な操作に翻訳できる場合がある．そうして存在が示唆される表現論サイドの操作は総称して Langlands関

手性と呼ばれており，その一例が本稿で扱う「エンドスコピー持ち上げ」と呼ばれる操作である*1．

タイトルにあるエンドスコピー指標関係式とは，エンドスコピー持ち上げという表現論サイドの操作を，純

表現論的に（局所 Langlands対応の言葉を一見排除したかたちで）特徴付ける等式のことである．近年準分

裂型古典群の場合にエンドスコピー持ち上げの存在が Arthurによって証明され，またそれとともに準分裂型

古典群の局所 Langlands対応が確立されるという大きな進展があった（[Art13]）．本稿ではまずこの Arthur

の定理，すなわち準分裂型古典群に対するエンドスコピー持ち上げの存在，およびエンドスコピー指標関係式

を，特殊直交群の場合を例にとって説明する．そしてその具体例として，単純超尖点表現と呼ばれる表現のエ

ンドスコピー指標関係式が，Hasse-Davenportの関係式と呼ばれる Gauss和の等式を含むことを紹介する．
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記号
pを素数とする．p進体（Qp の有限次拡大）F に対し，整数環を OF，極大イデアルを pF，剰余体を kF と

し，Weil群をWF で表す．また素元 ϖF および kF の非自明加法的指標 ψ を一つ固定する．代数群Gに対

してその中心を ZG と表し，F 値点G(F )を Gと略記する．サイズ N の単位行列は IN と書く．
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*1 p進体上の簡約群の局所 Langlands対応の定式化や，Langlands関手性のその他の例などについては，[伊藤]および [三枝]に詳
しくてとても分かりやすい解説があるので，是非とも参照されたい．



1 エンドスコピー持ち上げとエンドスコピー指標関係式

本節ではエンドスコピー持ち上げおよびエンドスコピー指標関係式の説明をする．但し記述の簡略化のた

め，一般の設定下での説明を諦めて，捻られた一般線型群と奇数次特殊直交群の場合に焦点を絞る．

Gを F 上の偶数次一般線型群 GL2n とする．また，反対角行列 JN を

JN =

á
1

−1

. .
.

(−1)N−1

ë
と定め，Gの F 上の外部自己同型 θを θ(g) := J2n

tg−1J−1
2n と定める．Hを次の F 上の特殊直交群とする：

H := SO2n+1 := {h ∈ GL2n+1 | J2n+1
th−1J−1

2n+1 = h, det(h) = 1}.

このとき H は (G, θ) のエンドスコピー群と呼ばれるものの一種になっており，Langlands 双対群（以下，

双対群と略記）の間に次のような関係性がある*2：一般に F 上の連結簡約群に対してその双対群が定まるが，

GとHの双対群はそれぞれ “G = GL2n(C)および “H = Sp2n(C)で与えられる．また θ は上述の式と同じ式

で定義される “Gの外部自己同型 θ̂ を誘導するが*3，このとき “H は “Gの θ̂ 固定部分と自然に同一視できる．

この双対群の埋め込みを経由することで，Hの半単純元の共役類の集合から，Gの θ 半単純元の θ 共役類

の集合への写像 AH/G が定義できる*4．h ∈ H が g ∈ Gのノルムであるとは，hが強正則半単純かつ g が強

θ正則 θ半単純で，AH/G(h) = gとなることをいう．今回は h ∈ H が g ∈ Gのノルムであることは次と同値

となる：hの固有値の集合を {t±1
1 , . . . , t±1

n , 1}としたとき，gθ(g)の固有値の集合が {t±1
1 , . . . , t±1

n }となる．
次の定理が Arthurの局所分類定理（エンドスコピー持ち上げの存在）である．

定理 1.1 ([Art13, Theorem 2.2.1]). πH を H の既約緩増加表現とする．このとき，

• H の既約緩増加表現の有限集合 ΠH で πH を含むもの（H の Lパケットと呼ばれる），

• Gの既約緩増加表現 π で θ安定なもの（πH および ΠH のエンドスコピー持ち上げと呼ばれる）

の組であって，次の等式（エンドスコピー指標関係式）を満たすものが一意的に存在する：

Θπ,θ(g) =
∑

π′∈ΠH

Θπ′(h).

但し Θπ′ は π′ の指標，Θπ,θ は π の θ で捻られた指標*5であり，h ∈ H は g ∈ Gのノルムである．

注意 1.2. 他の準分裂型古典群でもエンドスコピー持ち上げの主張自体は同じであるが，エンドスコピー指標

関係式はもっと複雑な形をとる．具体的には，まず右辺の hとして gのノルムの安定共役類に関する和をとら

なくてはならない．また指標値 Θπ′(h)にはWeyl判別式およびトランスファーファクターと呼ばれる (g, h)

*2 正確にはこのような双対群の間の埋め込みはそもそもエンドスコピー群の定義の中に組み込まれている．また一般には双対群に
Galois作用の情報も付加した L群を考える必要がある．これらの詳細かつ一般的な定義は [KS99, 2.1]などを参照．

*3 正確には θ̂ は，Gおよび Ĝの splittingを固定した上ではじめて定まる（詳細は [KS99, 1.2]参照）．今回は splittingとして上
三角行列からなる Borel部分群と，対角行列からなる極大トーラスと，成分が 1からなるルートベクトルを暗にとっている．

*4 xgθ(x)−1 の形の元は g に θ 共役であるという．以下登場する「θ 半単純性」や AH/G などの定義は [KS99]の 3章を参照．
*5 θ 安定な表現に対して定義される，通常の指標の変種である．厳密には定数倍の不定性があるため，正規化を暗に固定している．



に依存した係数がつく（これらの定義は [KS99]の 4章を参照されたい）．今回のケースではWeyl判別式およ

びトランスファーファクターの自明性がすくなくともWaldspurgerなどにはよく知られており，ノルムの安

定共役類が高々一元から成ることが容易に分かるため，上述の形に簡略化できる（詳しくは [Oi16a]を参照）．

注意 1.3. エンドスコピー持ち上げと局所 Langlands 対応の関係は以下に述べる通りである．π に対応する

Gの Lパラメータを ϕ，ΠH に対応するH の Lパラメータを ϕH とする．Lパラメータとは局所 Langlands

群WF × SL2(C)から双対群（正確には L群）への準同型であって，いくつかの条件を満たすものであった

が，ϕH を上述の双対群の埋め込みを合成して Gの Lパラメータと見做したものは ϕと一致している：

π ooGL2n(F ) の LLC///o/o/o WF × SL2(C)

ϕH ''PP
PPP

PPP
PPP

P
ϕ // “G = GL2n(C)

ΠH
ooSO2n+1(F ) の LLC///o/o/o “H = Sp2n(C)

?�

OO

正確には，この関係が成立することがHの局所 Langlands対応の定式化（特徴付け）に他ならない．

2 単純超尖点表現

本節では単純超尖点表現と呼ばれる表現の定義を紹介する．この表現は一般の連結簡約群Gに対して定義

できるが，簡単のためにG = GL2n に限って説明したい（一般の場合は [Oi16a]の 2節を参照されたい）．

まず次のような Gのコンパクト開部分群から成る列を考える*6：

I :=

Ö
O×

F OF

. . .

pF O×
F

è
⊃ I+ :=

Ö
1 + pF OF

. . .

pF 1 + pF

è
⊃ I++ :=

à
1 + pF pF OF

. . .
. . .

pF
. . . pF

p2F 1 + pF

í
.

少し詳しく説明をすると，I は還元写像による上三角行列の引き戻し，I+ は還元写像による上三角冪単行列

の引き戻しとなっている．また I++ は，I+ の元であって，対角の一つ上の成分が pF に，一番左下の成分が

p2F に属するものから成る．実はこれらは正規部分群の列であり，商 I+/I++ は k⊕2n
F と同型になっている．

次に G の部分群 ZGI
+ の指標（C への準同型写像）η であって，I+ への制限が I+/I++ ∼= k⊕2n

F を経由

し，かつどの直和成分上でも非自明となるものを考える（このような指標をアフィン生成的と呼ぶ）．すると

η の全体へのコンパクト誘導 c-IndGZI+ η は既約超尖点表現の 2n個の直和に分解し，1の冪根の集合 µ2n で自

然に添え字付けられる．こうして得られる既約超尖点表現のことを，Gの単純超尖点表現と呼ぶ．

注意 2.1. 特に中心指標が自明な Gの単純超尖点表現の同型類は，以下のアフィン生成的指標 ηa（a ∈ k×F）

から出来る πa,ζ によって代表されることが分かる：

ηa : ZGI
+ ↠ I+/I++ ∼= k⊕2n

F → C×; (gij)ij 7→ ψ(g12, . . . , g2n−1,2n + aϖ−1
F g2n,1),

c-IndGZI+ ηa ∼=
⊕

ζ∈µ2n

πa,ζ .

*6 これらは Gのパラホリック部分群のMoy-Prasadフィルトレーションと呼ばれるものの一部である．こうした部分群およびフィ
ルトレーションは一般にはGの Bruhat-Titsビルディングの点を一つ選ぶ毎に定まり，今回の I ⊃ I+ ⊃ I++ はビルディング
の「小部屋の重心」に対応している．また I は岩堀部分群と呼ばれる極小パラホリック部分群になっている．



つまり同型類は有限集合 k×F × µ2n によってパラメトライズされる（但し素元 ϖF と ψF には依存している）．

さて，これら単純超尖点表現のエンドスコピー持ち上げについて，以下の結果が成立している：

定理 2.2 ([Oi16], [Oi16a], [Oi16b]). Gを F 上の一般線型群，Hをそのエンドスコピー群とする．πH を H

の単純超尖点表現とし，ΠH を πH を含むH の Lパケット，πをそのGへのエンドスコピー持ち上げとする．

(1) G = GL2n およびH = SO2n+1 の場合，ΠH = {πH}で π もまた単純超尖点表現となる．

(2) G = ResE/FGLN
*7および H = UE/F (N)の場合，ΠH = {πH}で π もまた単純超尖点表現となる．

ここで，E/F は不分岐 2次拡大，Hはそれにともなうユニタリ群である．

(3) G = GL2n+1 および H = Sp2n の場合，ΠH は πH の (Sp2n)ad(F )軌道から成る 2元集合となり，π

は GL2n(F )の単純超尖点表現 π′ とその中心指標 ωπ′ のテンソル積 π′ ⊠ωπ′ の放物型誘導表現となる．

注意 2.3. 注意 2.1で述べたように，単純超尖点表現の同型類は具体的な集合によってパラメトライズできる．

この意味で定理のエンドスコピー持ち上げを完全に明示的に決定することもできる．

3 単純超尖点表現のエンドスコピー指標関係式

定理 2.2で得られた組 (π,ΠH)は定理 1.1の関係式を満たすはずである．本節では特定の元 g ∈ Gとその

ノルム h ∈ H を選んだ時に，エンドスコピー指標関係式がどのような形をとるかを見る．

一般に単純超尖点表現のようなコンパクト誘導で作られる超尖点表現には指標公式が存在し（有限群の誘導

表現に対する Frobenius公式の類似），与えられた元での指標値の計算は，その元に関する群論的な計算に

帰着される．たとえばG = GL2n の単純超尖点表現 πa,ζ（注意 2.1参照）の場合に，この手法に則って

gu := I2n +

Å
0 I2n−1

ϖF · u 0

ã
という形の元での指標値を計算することを考える（但し u ∈ O×

F）．この元は I+ に属しており，更に

I+/I++ ∼= k⊕2n
F への像のどの成分も消えていない．この性質に注目することで指標公式による計算を比較的

簡単に実行することができ，指標値を以下のようにKloosterman和を用いて記述することができる：

Θπa,ζ
(gu) = Kl2nau(ψ) :=

∑
x1...,x2n∈k×

F
x1···x2n=au

ψ(x1 + · · ·+ x2n).

実は一般のGについても，このような性質をもつ元 gu での指標および捻られた指標は，群Gに応じた形

で一般化された Kloosterman和を用いて表せる．また gu のノルム hu も同様の性質をもつため，結果として

Gに応じた Kloosterman和 = Hに応じた Kloosterman和

というタイプの等式がエンドスコピー指標関係式から得られることになる．この両辺を u ∈ k×F の関数だと思

い，k×F の乗法的指標 χによって Fourier変換することで Gauss和G(kF ;χ, ψ)の等式が得られる（たとえば∑
u∈k×

F

χ(u)Kl2nu (ψ) = G(kF ;χ, ψ)
2n, 但し G(kF ;χ, ψ) :=

∑
t∈k×

F

χ(t)ψ(t)

*7 これは F 上の一般線型群ではないが，1 節で説明した θ に Galois 共役を合成してできる自己同型を用いて同じ定式化ができる．
この場合のエンドスコピー持ち上げおよび局所 Langlands対応は，Mokによって（Arthurと同じ手法により）構成されている．



という等式を定義に従って確認できるが，この類の計算が一般化された Kloosterman和に対してもできる）．

さて以上の議論によって得られる Gauss和の等式が，定理 2.2の 3つの例ではそれぞれどうなっているか

を見よう．(1)の場合は両辺に全く同じものが出力されるためトートロジカルな等式になってしまうが，(2)お

よび (3)の場合には見かけ上別種の Kloosterman和が両辺に現れ，その乗法的指標 χによる Fourier変換は

(2)
G(kE ;χ ◦NrkE/kF

, ψ ◦ TrkE/kF
) = −G(kF ;χ, ψ)2,

(3)
G(kF ;χ

2, ψ) ·G(kF ;ω, ψ) = χ(4) ·G(kF ;χ, ψ) ·G(kF ;χω, ψ),

という等式になる（但し ω は平方剰余指標）．実は (2)の等式はHasse-Davenportの持ち上げ関係式，(3)

の等式はHasse-Davenportの積関係式と呼ばれる，古典的によく知られた（非自明な）等式である．

このような Kloosterman和および Gauss和に関する等式が得られたのは，エンドスコピー指標関係式を単

純超尖点表現に対して計算したからであり，他の表現について計算すればまた別種の等式が得られると想像で

きる．エンドスコピー指標関係式の主張は抽象的で難しいが，実はこうした具体的で興味深い等式を色々エン

コードしてそうだと言える．

注意 3.1. 本稿では恰も，エンドスコピー持ち上げに関する定理 2.2 がまず最初に証明され，その帰結とし

て Hasse-Davenport の関係式が得られたかのように記述した．しかし実際の順序は逆であり，（エンドスコ

ピー持ち上げがエンドスコピー指標関係式で特徴付けられている以上）まずエンドスコピー指標関係式を計

算しなければならず，その際に Hasse-Davenportの関係式を用いるという手順を踏む．すなわち定理 2.2は

Hasse-Davenportの関係式の別証明を与えてはおらず，むしろ定理 2.2の証明において Hasse-Davenportの

関係式を使う必要が本質的にある．
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